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摘　　　要：针对一类作扭转振动的干摩擦系统，基于库仑阻尼模型和谐波平衡思想给出了其频域响应的

求解方法，考虑了干摩擦界面上可能出现的周期内全滑移运动及阻滞－滑移运动．首先，建立了扭转干摩擦系

统的二自由度集中质量模型，并进行了无量纲化．其次，建立了以谐波平衡思想处理该动力学模型的方法，并

给出了系统的接触面作周期内全滑移运动及阻滞－滑移运动的判定条件．最后，对于这两种接触运动状态，分

别给出了其摩擦力的处理方法和谐波展开形式，从而建立了扭转干摩擦系统的频域求解方法．以此方法计算

了系统在一组不同的正压力下的响应，其结果与数值积分法所得的结果取得了相当的一致．此半解析方法较

数值积分方法更能揭示扭转干摩擦系统的工作机理，并可以大幅提高计算时间，其推导和求解过程可用于类

似的非线性系统．
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　第４期 李　琳等：二自由度扭转干摩擦系统的频域响应计算方法

　　在结构系统中引入干摩擦元件，并在适当的
设计参数下使得摩擦界面上产生相对滑移，可以
消耗系统的振动能量，抑制结构的振动水平，这一
方法已在航空航天减振工程领域得到了广泛的

应用［１］．
在有关干摩擦减振的研究中，通常人们关心

的是引入干摩擦效应（元件）后系统在某个频率范
围内的响应情况；而作为一类非线性问题，干摩擦
系统的频域响应曲线难以获得解析的表达式．若
采用数值积分方法求解非线性动力学方程组［２］，
须在每一个频率点进行时域求解，并求时序响应
的稳定值，这种逐点计算不仅非常费时，而且时序
响应的稳定性对积分初值的设置很敏感，给减振
设计初期的参数分析带来较大困难．
因此，频域响应求解成为干摩擦阻尼器设计

中的关键问题．在已有的文献中，除数值积分方
法［３］外，对于该问题大致有三种思路：

１）通过对“精确”时域解的解析求解得出频
域解：文献［４－５］分别给出了单自由度和二自由度
弹簧－质量振子在基础激励下与一个固定的界面
产生摩擦时系统的“精确”响应．
２）谐波平衡法［６］：将摩擦力表示为一系列谐
波的叠加，利用三角函数基的性质将非线性常微
分方程组的求解转换为非线性代数方程组的求

解．文献［７］对具有黏滞阻尼和干摩擦阻尼的系统
进行了分析，证明了周期解的存在性和稳定性；文
献［８］中提出的增量谐波平衡法使得在求解中包
含高次谐波成为可能，并分别分析了单自由度和
二自由度干摩擦系统的响应，然而其算法的速度
与数值积分法相比无明显优势．文献［９］采用有限
元方法建模，并细致地考虑了接触面上的局部滑
移；文献［１０］中采用的动柔度法亦可看作是１阶
谐波平衡法在多自由度系统中的应用．特别地，在
考虑高次谐波、正压力分布和正压力随时间的变
化时，为了确定摩擦力的谐波成分还发展了轨迹
跟踪技术和时频转换方法［１１－１３］．其思路为：假设
结构的时序响应，根据摩擦力表达式确定摩擦力
的时序信息，再将此时序信息的谐波分量代入系
统的谐波平衡方程组中，求解得到更“精确”的响
应，如此迭代直到收敛（每次迭代都需要进行一次
傅里叶变换和一次逆傅里叶变换）．
３）线性化方法［１４－１５］：将摩擦效应按照在周期
内做功相等的原则等效为相应的线性黏滞阻尼

比，并通过迭代最终确定系统的响应．在使用该方
法时须假设系统的振动形式（通常为某一阶振

型），以便确定接触面上的哪些相对运动将计入摩
擦力做功．
本文针对二自由度扭转干摩擦系统的频域求

解问题进行论述，所提出的方法的思路实际上与
时频转换法相似，然而由于恰当的选取参数将摩
擦力的波形解析地表示出来，并推导了相应的积
分方程，直接获得了傅里叶变换的结果，无需数值
求解，从而可大幅提升计算的速度和稳定性．

１　扭转干摩擦系统的动力学方程

虽然现有文献多针对叶盘结构［９－１４］或薄壳的

周波数振动［１５］的干摩擦阻尼器进行研究，然而在
齿轮、壳体等受扭转激振的结构上通过过盈、开口
或旋转等方式产生正压力附着环、套筒等阻尼元
件，亦可构成扭转干摩擦系统［１６－１７］，对其扭转振
动进行抑制，如图１所示．在该系统中，阻尼元件
的轴向位置是被约束住的，而周向运动则完全由
干摩擦界面决定．在此情况下，可用集中质量模型
来模拟与分析其运动规律，如图２所示．

图１　扭转干摩擦系统示意

Ｆｉｇ．１　Ｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｏｒｓｉｏｎａｌ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ

图２　扭转干摩擦系统的集中质量模型

Ｆｉｇ．２　２－ＤＯＦ（ｄｅｇｒｅｅ　ｏｆ　ｆｒｅｅｄｏｍ）ｌｕｍｐｅｄ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ

ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｏｒｓｉｏｎａｌ　ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ

在上述采用集中质量模型的研究中［３－５，７，１６］，
与结构产生干摩擦的对象均是地面，界面上的相

１５８
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对速度即是结构的速度；而在本文探讨的场合中，
阻尼元件本身也处于运动状态（且运动是未知
的），干摩擦界面上的相对运动将更为复杂．
扭转干摩擦系统的集中质量模型如图２所

示，其对应的动力学方程为

Ｉｄ̈θｄ＝Ｍｄ

Ｉｍ̈θｍ＋Ｃｍθｍ＋Ｋｍθｍ ＝Ｍ（ｔ）－Ｍ｛ ｄ

（１）

其中θｍ 和θｄ分别表示原结构和阻尼元件在扭转
振动自由度上的位移；Ｉｍ，Ｃｍ，Ｋｍ和Ｍ（ｔ）分别为
原结构的转动惯量、阻尼系数、刚度和激振力矩；

Ｉｄ为阻尼元件的转动惯量．Ｍｄ 为干摩擦阻尼力

矩，根据库仑干摩擦假设，其取值由当前时间的相
对运动状态决定

Ｍｄ＝
ｓｉｇｎ（θｍ－θｄ）Ｍｃｒ　Ｓ＝０
Ｉｄ̈θｍ　　　 　　Ｓ　＝｛ １

（２）

其中Ｍｃｒ为最大静摩擦力矩，有

Ｍｃｒ＝μｐＲ （３）
式中μ，ｐ和Ｒ 分别为摩擦因数、正压力和接触面
半径．ｓｉｇｎ（ｘ）是符号函数，ｓｉｇｎ（ｘ）＝ｘ／｜ｘ｜．
式（２）中Ｓ表征当前时间点的接触状态：状

态Ｓ＝０表示“滑移”，状态Ｓ＝１表示“阻滞”．进
一步地，Ｓ可由当前的运动状况确定

Ｓ＝
１，　Ｉｄ｜̈θｄ｜＜Ｍｃｒ　ａｎｄ　θｍ－θｄ＝０
０，　Ｓ≠｛ １

（４）
即当且仅当摩擦界面上的相对速度为零且阻尼元

件的惯性力矩小于最大静摩擦力矩时，接触面上
才不会产生相对滑移．
在本文的分析中，设激振力矩为简谐形式，即

Ｍ（ｔ）＝Ｍａｓｉｎ（ωｔ） （５）

　　为使推导和结论具有一般性，可对上述方程
进行无量纲化，定义如下无量纲参数

τ＝ωｔ

μｄ＝Ｉｄ／Ｉｍ
Ω２ ＝ω２Ｉｍ／Ｋｍ

δｄ＝θｄＫｍ／Ｍａ
δｍ ＝θｍＫｍ／Ｍａ
Ｍｎｏｒｍ
ｄ ＝Ｍｄ／Ｍａ

Ｍｎｏｒｍ
ｃｒ ＝Ｍｃｒ／Ｍａ＝μｐＲ／Ｍ

烅

烄

烆 ａ

（６）

其中τ是无量纲时间；δｄ 和δｍ 是原无量纲位移；

μｄ是阻尼元件和原结构的转动惯量比；Ω是频率
比；Ｍｎｏｒｍ

ｄ 和Ｍｎｏｒｍ
ｃｒ 分别是无量纲摩擦力矩和最大

静摩擦力矩．将这些式子带入式（１）～式（４），则系
统的无量纲动力学方程为

μｄΩ
２δ″ｄ＝Ｍｎｏｒｍ

ｄ

Ω２δ″ｍ＋２ξΩδ′ｍ＋δｍ ＝ｓｉｎτ－Ｍ
ｎｏｒｍ烅

烄

烆 ｄ

（７）

其中

Ｍｎｏｒｍ
ｄ ＝

ｓｉｇｎ（δ′ｍ－δ′ｄ）Ｍｎｏｒｍ
ｃｒ 　Ｓ＝０

μｄΩ
２δ″ｍ　　　　　　Ｓ　＝烅

烄

烆 １
（８）

Ｓ＝
１，　Ω２ δ″ｄ ＜Ｍｃｒ　ａｎｄ　δ′ｍ－δ′ｄ＝０
０，　Ｓ≠｛ １

（９）

　　为了区别于对物理时间ｔ求微分（在式（１）中
用符号上方的一点来表示），这里用符号上方的一
撇来表示对无量纲时间τ的微分．

２　谐波平衡法

将式（７）中的两个式子相加，消去Ｍｎｏｒｍ
ｄ 并整

理得

Ω２δ″ｍ＋２ξΩδ′ｍ＋δｍ ＝ｓｉｎτ－μｄΩ
２δ″ｄ （１０）

式（１０）说明原结构所受的激振除外力矩（上式右
端第一项）外，还承受阻尼元件的惯性力矩（上式
右端第二项）———后者由阻尼元件的加速度决定，
而由式（８）～式（９）可知，阻尼元件的加速度完全
由原结构的加速度得到（而其速度可以由加速度
积分得到）．亦即，该系统的激振力与系统的运动
状态相关，描述该系统的动力学方程（１０）是非线
性动力学方程．在一些特殊参数下，该方程的响应
可以直接获得：

１）无阻尼元件时（阻尼元件的转动惯量为

０），即μｄ≡０，式（８）成为

Ω２δ″ｍ＋２ξΩδ′ｍ＋δｍ ＝ｓｉｎτ （１１）
是一个线性动力学方程，可求得其响应的复幅
值为

Ｒｏｒｉｇｍ ＝ｊ／（１－Ω２ｍ＋２ξΩｊ） （１２）
此为系统在引入干摩擦元件前的响应，此时系统
的无量纲（无阻尼）固有频率为１．
２）最大静摩擦力足够大时（正压力足够大），
即接触状态在整个运动周期内恒为“阻滞”，式（８）
成为

（１＋μｄ）Ω
２δ″ｍ＋２ξΩδ′ｍ＋δｍ ＝ｓｉｎτ （１３）

这也是一个线性动力学方程，可求得其响应的复
幅值为

Ｒｌｏｃｋｍ ＝ｊ／［１－（１＋μｄ）Ω
２
ｍ＋２ξΩｊ］ （１４）

此为干摩擦元件永不产生相对滑移（完全阻滞）时
系统的响应，阻尼元件的作用仅仅是改变了系统
的惯性，此时系统的无量纲（无阻尼）固有频率为
（１＋μｄ）－

１／２．
在上述两种极端情况下，干摩擦界面上均未

２５８
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产生相对滑移．而在一定的参数范围内，干摩擦界
面上的相对运动还有“周期内完全滑移”和“阻滞－
滑移运动”两种情形，分别如图３和图４所示．

图３　阻滞－滑移运动的一个稳定周期

Ｆｉｇ．３　Ｓｔａｂｌｅ　ｐｅｒｉｏｄ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ　ｍｏｔｉｏｎ

图４　全滑移运动的一个稳定周期

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｂｌｅ　ｐｅｒｉｏｄ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｕｌｌ－ｓｌｉｐ　ｍｏｔｉｏｎ

图３和图４所示的结果都由本文作者编写的
一个由Ｐｙｔｈｏｎ程序设计语言实现的、采用非线
性Ｎｅｗｍａｒｋ方法［２］的计算程序在不同的最大静
摩擦力矩参数下获得．
系统在这两种接触运动状态下的稳态响应都

可以由谐波平衡法求得，其基本思路是将式（１０）
中的各未知函数都按激振力的谐波展开，通常取
一阶谐波即能达到较高的精度［７，９－１０］．因此，可设
原结构的稳态加速度为

δ″ｍ Ａｍｓｉｎ（τ＋θ）＝
Ａｍｃｏｓθｓｉｎτ＋Ａｍｓｉｎθｃｏｓτ （１５）

则原结构的速度和位移为

δ′ｍ ＝Ａｍｓｉｎθｓｉｎτ－Ａｍｃｏｓθｃｏｓτ （１６）

δｍ ＝－Ａｍｃｏｓθｓｉｎτ－Ａｍｓｉｎθｃｏｓτ （１７）

阻尼元件的加速度可设为

δ″ｄａｓｉｎ（τ＋θ）＋ｂｃｏｓ（τ＋θ） （１８）
其中系数ａ和ｂ由干摩擦界面上的运动状态决
定，将在后续内容中进行探讨．
将式（１５）～式（１８）代入式（１０）中，并使等号

两侧ｓｉｎτ和ｃｏｓτ的系数分别相等，有

Ω２　Ａｍｓｉｎθ－２ξΩＡｍｃｏｓθ－Ａｍｓｉｎθ＋
　　μｄΩ

２（ａｓｉｎθ＋ｂｃｏｓθ）＝０

Ω２　Ａｍｃｏｓθ＋２ξΩＡｍｓｉｎθ－Ａｍｃｏｓθ＋
　μｄΩ

２（ａｃｏｓθ－ｂｓｉｎθ）－１＝

烅

烄

烆 ０

（１９）

式（１９）中有两个方程，却有Ａｍ，θ，ａ和ｂ四个未知
数，暂时无法求解．如前所述，系数ａ和ｂ是由接
触面的相对运动状态确定的，因此接下来将分别
讨论系统在周期内全滑移和阻滞－滑移运动时这
两个系数的确定．

３　阻滞－滑移时的摩擦力

若将图３中系统的加速度响应取出两个完整
的周期，并合适地选择时间的零点，使得δ″ｍ ＝
Ａｍｓｉｎτ，则阻尼元件的加速度在一个周期内的波
形δ″ｄ为（如图５所示）

δ″ｄ（τ）＝

Ａｍｓｉｎτ
　τ∈ ［０，π／２－φ０）∪
［π／２＋φ１，３π／２－φ０）∪

　 ［３π／２＋φ１，２π）

　Ａｃｒ　τ∈ ［π／２－φ０，３π／２－φ１）

－Ａｃｒ　τ∈ ［３π／２－φ０，３π／２＋φ１

烅

烄

烆 ）

（２０）

其中φ０ 和φ１ 用来表示接触面开始相对滑移及结
束相对滑移的无量纲时间（相位）．另外，值得注意
的是，要使接触面在一个运动周期内出现相对滑
移，还应当有

Ａｍ／Ａｃｒ＞１ （２１）

其中Ａｃｒ为静摩擦力所能提供的最大加速度

Ａｃｒ＝Ｍｎｏｒｍ
ｃｒ ／μｄΩ

２ （２２）

　　图５中相位φ０ 可以直接由Ａｃｒ和Ａｍ 确定

Ａｍｃｏｓφ０－Ａｃｒ＝０ （２３）

而φ１ 则需要满足一个积分

∫
π／２＋φ１

π／２－φ０

（Ａｍｓｉｎτ－Ａｃｒ）ｄτ＝０ （２４）

即

Ａｍｓｉｎφ０＋Ａｍｓｉｎφ１－Ａｃｒφ０－Ａｃｒφ１ ＝０
（２５）

以使得系统在该时间点时相对速度为零，且惯性

３５８
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力小于最大静摩擦力（即满足式（９）中的阻滞条件）．

图５　阻滞－滑移运动中阻尼元件加速度的确定

Ｆｉｇ．５　Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ　ｆｏｒ

ｔｈｅ　ｄａｍｐｉｎｇ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｓｔｉｃｋ－ｓｌｉｐ
ｍｏｔｉｏｎ　ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

最后，将式（２０）作傅里叶展开，并取一次谐波
的系数，即可确定ａ和ｂ

ａ＝ １π∫
２π

０
δ″ｄ（τ）ｓｉｎτｄτ＝

Ａｍ
π π－φ０－φ１－

ｓｉｎ　２φ０＋ｓｉｎ　２φ１（ ）２ ＋

２Ａｃｒ
π
（ｓｉｎφ０＋ｓｉｎφ１） （２６）

ｂ＝ １π∫
２π

０
δ″ｄ（τ）ｃｏｓτｄτ＝

１
π
［Ａｍ（ｃｏｓ２φ０－ｃｏｓ

２
φ１）＋

２Ａｃｒ（ｃｏｓφ１－ｃｏｓφ０）］ （２７）

　　本节推导了式（２３）、式（２５）～式（２７）四个方
程，连同式（１９）共６个（非线性代数）方程，其中有

Ａｍ，θ，ａ，ｂ，φ０ 和φ１６个未知数，从而具备了求解
的可能．

４　接触状态的判定依据

考察式（２４）可以发现：在φ１ ∈ ［φ０，２π－φ０］

的范围内，积分的值随着φ１ 和Ａｃｒ的增加而减小，
这意味着在较小的Ａｃｒ值下，直接求解式（９）、式
（２３）、式（２５）～式（２７）有可能得到在区间 ［π－

φ０，２π－φ０］内的φ１ 值．而实际上，如图５可知，由
于在一个周期内有两次局部滑移，φ１ 的可接受的
取值范围只能是 ［φ０，π－φ０］，求出的值若在这一
范围之外只能说明系统在当前的参数下无法以阻

滞－滑移的方式进行振动．
具体地，可以利用上述性质给出系统进行阻

滞－滑移运动的另一个临界条件（已有的临界条件
是式（２１）），即将φ１ 的最大值φ１＝π－φ０代入式
（２４）（或式（２５））中

Ａｍ
Ａｃｒ
ｓｉｎφ０－

π
２ ＝０

（２８）

与式（２３）联立，消去φ０ 得

Ａｍ
Ａｃｒ＝

π２＋槡 ４
２

（２９）

此即产生阻滞－滑移运动的Ａｍ／Ａｃｒ 的上限，与式
（２１）结合，构成了阻滞－滑移运动的判定条件

１＜Ａｍ／Ａｃｒ＜ π２　＋槡 ４／２ （３０）

这也同时给出了全滑移运动的判定条件

Ａｍ／Ａｃｒ＞ π２　＋槡 ４／２ （３１）

以及全阻滞运动的判定条件

Ａｍ／Ａｃｒ＜１ （３２）

　　除了可用于对求解结果的检验，式（３０）～式
（３２）还为扭转干摩擦系统接触状态的实验识别提
供了直接的定量判定依据：扭转振动响应峰值Ａｍ
是直接可测得的量，而最大加速度Ａｃｒ是设计量，
根据上述推论，两者的比值将直接反映出当前设
计参数下干摩擦界面的相对运动情形，为改良设
计提供依据．

５　全滑移时的摩擦力

当干摩擦界面在周期内全滑移时，根据式
（８），阻尼元件的加速度将呈方波形式，如图４所
示．若将图４中系统的加速度响应取出两个完整
的周期，并合适地选择零点，使得δ″ｍ ＝Ａｍｓｉｎτ，

则阻尼元件的加速度在一个周期内的波形δ″ｄ 为
（如图６所示）

δ″ｄ（τ）＝
Ａｃｒ　　τ∈ ［π／２－φ０，３π／２－φ０）

－Ａｃｒ　τ∈ ［０，π／２－φ０）∪ ［３π／２－φ０，２π
烅
烄

烆 ）

（３３）

其中只需要一个参数φ０ 用来表示两个波形（方波
与正弦波）之间的相位关系，其取值同样受一个积
分式约束，即需使得在方波的符号改变之时（相对
速度的符号改变之时）相对速度的值为零

∫
３π／２－φ０

π／２－φ０

（Ａｍｓｉｎτ－Ａｃｒ）ｄτ＝０ （３４）

即

２Ａｍｓｉｎφ０－πＡｃｒ＝０ （３５）

　　最后将式（３３）作傅里叶展开，并取一次谐波
的系数，即可确定全滑移运动时的ａ和ｂ

４５８
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ａ＝ １π∫
２π

０
δ″ｄ（τ）ｓｉｎτｄτ＝ ４π

Ａｃｒｓｉｎφ０ （３６）

ｂ＝ １π∫
２π

０
δ″ｄ（τ）ｃｏｓτｄτ＝－４π

Ａｃｒｃｏｓφ０ （３７）

　　本节推导了式（３５）～式（３７）三个方程，连同
式１９共５个（非线性代数）方程，其中有Ａｍ，θ，ａ，

ｂ和φ０５个未知数，可对问题进行求解．

图６　全滑移运动中阻尼元件加速度的确定

Ｆｉｇ．６　Ｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ　ｆｏｒ　ｔｈｅ

ｄａｍｐｉｎｇ　ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ　ｉｎ　ｔｈｅ　ｆｕｌｌ－ｓｌｉｐ
ｍｏｔｉｏｎ　ｓｉｔｕａｔｉｏｎ

６　频域求解步骤

虽然式（３０）～式（３２）给出了干摩擦界面上相
对运动状态的判定条件，然而其判定亦首先需要
得知系统的响应．因此，在对扭转干摩擦系统进行
频域计算时需要进行一定的试算，并结合判定条
件确定当前参数下系统的相对运动状态，从而确
定求解哪一组方程．具体地，在本文中对扭转干摩
擦系统的求解步骤为：

１）输入无量纲参数，频率比、转动惯量比、结
构阻尼比、最大静摩擦力矩．
２）第１次试算和检验，按完全阻滞状态（式

（１４））计算系统的响应；若结果满足完全阻滞的判
定条件（式（３２））则将此作为最终结果，转到第５
步；否则继续下一步试算．
３）第２次试算和检验，按阻滞－滑移状态（式

（９）、式（２３）、式（２５）～式（２７））计算系统的响应；
若满足阻滞－滑移状态的判定条件（式（３０））则将
此结果作为最终结果，转到第５步；否则（包括方
程组无解）继续下一步计算．
４）第３次计算，按全滑移状态（式（９）、式

（３５）～式３７））计算系统的响应，将此结果作为最
终结果．

５）输出计算结果，计算结束．

７　计算结果及验证

采用上述方法在一套给定如下无量纲参数对

扭转干摩擦系统进行了频域求解：频率（比）范围
为Ω∈［０．９，１．０５］；转动惯量比μｄ＝０．０５；结构
阻尼比ξ＝０．００５；最大静摩擦力矩Ｍ

ｎｏｒｍ
ｃｒ ＝０．５．

其响应的幅频，相频曲线以及接触状态如图

７所示．作为对比，在其中还给出了系统在全阻滞
状态和原始状态下的无量纲（ＮＤ）幅频和相频曲
线．在接触状态的展示中，０表征“全阻滞”，１表征
“全滑移”，０．５则表示“阻滞－滑移运动”．可以看
出在该组参数下，三种接触状态均出现在分析频
带内，同时由于在较广的频带内均存在摩擦耗能，
响应的峰值也大大低于原始响应峰值．

图７　在一组参数下的响应计算结果

Ｆｉｇ．７　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｆｒｏｍ　ａ　ｓｅｔ

ｏｆ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

同样，使上述参数中的最大静摩擦力矩Ｍｎｏｒｍ
ｃｒ

发生变化（在０．３到１０．０间取了８个值），μｄ ＝
０．１，ξ＝０．００５，分别基于本文提出的方法和采用
非线性Ｎｅｗｍａｒｋ法的数值积分方法计算了结构
的响应曲线，并进行了对比，如图８所示．其中离
散的点为数值积分方法所得的结果，连续的线为
频域求解方法所得的结果．在计算速度上，后者的
耗时远远小于前者，数值积分方法计算一个点所
需的时间足够频域解法算出上述所有曲线．图９
逐个展示了两组计算结果之间的吻合程度，可见
在所有计算的参数下两种方法所得的结果都取得

了很好的一致．同时也说明在仅采用１阶谐波时
就已经可以达到较好的计算精度．

５５８
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从图８可见，当最大静摩擦力矩增大时（可由
正压力的增大或激振力的减小导致，见式（６）），系
统的响应曲线由原始响应曲线向全阻滞响应曲线

过渡，在此过程中存在一个最小的响应曲线，以及
一个对于振动抑制来说最佳的最大静摩擦力矩．
这一趋势与叶盘干摩擦系统相同［１２］．
与叶盘干摩擦系统中仅可通过调整最大静摩

擦力矩来调整干摩擦阻尼效果不同，对于扭转干
摩擦系统还可以通过调整阻尼元件的质量（即无
量纲参数μｄ）来影响系统的阻尼效果，图１０给出
了不同转动惯量比下系统在共振频带内的最大响

应，其中图９的结果与曲线（μｄ＝０．１０）对应．
从图１０可见，增大阻尼元件的质量使无量纲

临界摩擦力的最佳值增大，同时使其最佳减振效
果提高，且随着阻尼元件质量的增大，上述趋势逐
渐减缓．由于引入较大质量的阻尼元件会对原系
统的固有特性造成较大的改变，在通常情况下这
是不希望发生的，而由于在较小的转动惯量比下
已可达到较好的振动抑制效果，因此在设计须综

合考虑，并取适当的转动惯量比即可．

图８　在不同的最大静摩擦力矩下频域方法与
数值积分方法的计算结果对比

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｄｏｍａｉｎ　ｍｅｔｈｏｄ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ
ｍｅｔｈｏｄ　ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｍａｘｉｍｕｍ　ｓｔａｔｉｃ

ｆｒｉｃｔｉｏｎ　ｆｏｒｃｅｓ

图９　在不同的最大静摩擦力矩下频域方法与数值积分方法的计算结果对比 （逐线对比）

Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｔｈｅ　ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｍｅｔｈｏｄ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｎｕｍｅｒｉｃａｌ　ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ　ｍｅｔｈｏｄ

ｕｎｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ（ｌｉｎｅ　ｂｙ　ｌｉｎｅ）
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图１０　在不同的转动惯量比参数下的响应峰值

Ｆｉｇ．１０　Ｐｅａｋ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｆｒｏｍ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｄａｍｐｅｒ　ｍａｓｓ

８　结　论

本文从干摩擦产生的机理出发，导出了具有
干摩擦阻尼元件的系统在周期内发生全滑移和阻

滞－滑移时一次谐波运动的解析表达式，基于此对
二自由度扭转干摩擦系统的无量纲模型进行了分

析，建立了其频域求解方法．本文提出的方法可视
作一种改进的时频转换方法，与数值积分方法相
比，既保证了精度又极大地减小了计算时间．本项
研究的更重要的意义还在于这一方法为干摩擦元

件减振初期设计的参数分析提供了理论方法，而
这类分析采用数值积分的方法是较为困难的．本
文采用的方法和获得的结论均适用于相似的非线

性问题．
本文分别给出了系统的原始响应和在全阻滞

状态、阻滞－滑移状态，以及全滑移状态下的幅频、
相频响应和各频率点下的接触状态，均与数值积
分方法的结果十分吻合，证明了该方法的正确性．
以此方法分析了转动惯量比和临界摩擦力对系统

响应的影响．
作为推论，给出了各接触状态的判定条件．除

了可用于对求解结果的检验，还为扭转干摩擦系统
接触状态的实验识别提供了直接的定量判定依据：
扭转振动响应峰值和最大加速度的比值将直接反

映出当前设计参数下干摩擦界面的相对运动情形．
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